CHAPITRE 17
NOMBRES COMPLEXES

I. Définitions
1. Ensemble des complexes

— Définition 17.1 3

On suppose I'existence d’'un nombre imaginaire, noté i, tel que i*> = —1. Dans les calculs, on traite i comme une

variable.

On définit 'ensemble des nombres complexes, noté C, comme étant '’ensemble des nombres z s’écrivant sous la
forme z = a+ib ot a et b sont deux réels. L'écriture d'un nombre complexe sous cette forme s’appelle la forme
algébrique.

a s’appelle alors la partie réelle de z et b s’appelle la partie imaginaire de z. On note a = R(z) et b = 3(z).

\ J

Exemple 17.1

e z=3-2i estun nombre complexe, R(z) =3 et I(z) = -2.

¢ z=4estun nombre complexe, R(z) =4 et 3(z) =0

e z=3i estun nombre complexe, R(z) =0 et J(z) = 3.

— Propriété 17.1 (admise)

Deux nombres complexes sont égaux si et seulement si ils ont méme partie réelle et méme partie imaginaire :

— !
V(z,2)eC? z=2 @{ R(2) = R(Z)

S(z) = 3(2))

En particulier, z = 0 si et seulement si R(z) = S(z) = 0.

\ J

Remarque
Lensemble C est donc un R-espace vectoriel de dimension 2, la famille (1, i) en est une base

—— Définition 17.2 3

Soit z = a+ ib un nombre complexe.

¢ z est un nombre réel si et seulement si $(z) = 0. Puisque tout nombre réel est aussi un nombre complexe,
on peut écrire R c C.

e Si R(z) = a =0, on dit que z est un nombre imaginaire pur. On note iR = {ib | b € R} 'ensemble des
imaginaires purs

\ J

2. Opérations

a. Somme et produit

Les regles d’addition et de multiplication sur les complexes sont les mémes que pour les réels, on traite i comme une variable
en simplifiant les i% en —1.

— Propriété 17.2 \

La somme de deux nombres complexes est un nombre complexe, le produit de deux nombres complexes est un
nombre complexe. Plus précisément, si z = a+ib et z’ = a’ +ib’' sont deux nombres complexes, avec a,a’,b, b’ € R,
ona

o (a+ib)+(d +ib)=(a+a)+(b+D)i
e (a+ib)x(a' +ib")=(ad —bb)+ (ab +a'b)i

\

— Exercice de coursn°1.
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— Propriété 17.3

Le produit de deux nombres complexes z et z’ est nul si et seulement si'un de ces nombres est nul :

27 =0<=2z=0 ou 7z =0

Remarque

On peut donc utiliser toutes les regles de calcul connues sur les réels avec les nombres complexes mais il n’existe
pas d’ordre sur C qui soit compatible avec ces regles de calcul.
En effet, les suppositions i < 0 et i > 0 aménent toutes les deux a des contradictions :

i<0=>i’>0=>-1>0=>i>0 (enmultipliant ala fin par —i qui est positif)

i>0=>i2>0=>-1>0=>i<0 (enmultipliant 2 la fin par —i qui est négatif)

e L'ensemble C muni de 'addition et de la multiplication définie ci-dessus peut étre défini comme étant
'ensemble R? muni des opérations

Y((a,b), (@, b)) e ®R)? (ab)+d,b)=(a+d,b+b) et (ab)x(d,b)=(ad —bb' ab +adb)

le nombre i est alors défini comme étant I’élément (0,1) de cet ensemble, et tout nombre réel a est associé
al’élément (a,0).

. 0o 1) ,. , R e .
e La matrice J = (_ 1 0) vérifie J2 = —I. Lensemble des nombres complexes peut étre défini comme étant

I’ensemble
{aI+bJ|(a,b)eR?}

muni des opérations habituelles sur les matrices. Le nombre i est alors associé a la matrice J et tout nombre

réel a est associé a la matrice al.

b. Identités remarquables

— Propriété 17.4 N

Soient z; et zp deux nombres complexes, alors :

3 (z1+zz)2=zf+2zlzg+z§ o (zl+i22)2=zf+2iz122—z§
o (Z1—Z2)2=Z%—2Z1Z2+Z§ o (zl—iZZ)Z:zf—Zizlzg—zg
o (21 +2) (2] — 29) = 2% — 722 o (z1+i22)(z1—izp) =22+ 22

1 2)\«1] 2 1 2 1 2)\«] 2 1 2

Formule du bindme de Newton, pour tout entier non a:

mon)| g n n n n n n
z1+2)" = P I P B R R P TP 2222 + 27z + | |28
(z1+22) /;)(k)lz (0)2 (1)12 A2 a—alr 2t a2 &
c. Conjugué

Remarque

Sia,beR,alors (a+ib) x (a—ib) = a®>+b* € R,.

Définition 17.3
Le conjugué d’'un nombre complexe z = a + ib, est le nombre complexe noté z, défini par :

z=a-—ib
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— Propriété 17.5

Pour tout nombre complexe z = a+ ib, on a zz = a®> + b> donc zz€ R,.

\

d. Inverse

— Propriété 17.6

Si z € C, on appelle inverse de z tout nombre complexe z’ tel que z x 2’ = 1.
Tout nombre complexe z non nul posséde un unique inverse que ’on note %

.

— Exercice de cours n°2.

— Exercice de cours n°3.

Définition 17.4

Pour tout (z, z') € C x C*, on définit le quotient de z par z/, noté Z par:

Remarque

En pratique, on multiplie au numérateur et au dénominateur par le conjugué du dénominateur.

— Exercice de cours n°4.

Remarque

Tout complexe a un opposé pour I'addition et un inverse pour la multiplication, on dit que C est un corps (com-
mutatif).

Lenemble des réels et 'ensemble Q) des nombres rationnels sont aussi des corps. Lensemble Z des entiers relatifs
n’est pas un corps.

Si K est un corps, on note M, ,,(K) 'ensemble des matrices de taille n x m a coefficients dans K

3. Propriétés du conjugué

— Propriété 17.7

Pour tout nombre complexe z, on a:

e zZ=2z

o z2—2=2iS(2)
o z2z=|z|? e zestréelsietseulementsiz=2z
o z+7Z=2R(2) e zestimaginaire pur si et seulement si z= -z
Remarque

On en déduit que pour tout nombre complexe z,

R(z) =

— Propriété 17.8

zZ+z

et S(2) =

Quel que soit z,z' € C, on a

e z+2' =Z+2
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— Exercice de cours n°5.
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II. Equation du second degré

Dans la premiére partie, on a vue que 2i et (—2i) étaient solution de I'équation x> = —4. De facon générale :

Propriété 17.9
‘ Léquation x? = a o1 @ < 0 admet deux solutions complexes : x; = iv/—aet x, = —i\/—a

Exemple 17.2

Léquation x? = —25 admet deux solutions : x; = iv5 et x, = —iv/5

— Propriété 17.10

* SiA>0,1'équation admet deux solutions réelles :

-b-vVA -b-vVA
Z1=—— et Zp=—"—
2a 2a

¢ Si A =0, 'équation admet une unique solution

-b
2= —
' 2a
¢ Si A <0,'équation admet deux solutions complexes :
-b+iv-A -b-iv-A
Z1=———— et p=——
2a 2a

.

On considére I'équation az?+ bz+c=0, 0l a, b et c sont des nombres réels. On pose A = b?—4ac.

— Exercice de cours n°6.

— Propriété 17.11

2, alors
VzeC, P(z)=alz—z1)(z-2)

Si P n’a qu'une seule racine z, alors

VzeC, P(z)=alz-z)?

\

Si P(z) = az? + bz + ¢ est un polynome de degré 2 qui admet deux racines distinctes (réelles ou complexes) z; et

— Exercice de cours n°7.

Remarque

Les racines complexes d'un polynéme de degré 2 sont conjuguées l'une de I'autre :

-b—iVA -b+iVA
2a - 2a
De facon plus générale, on a la proposition suivante :

— Proposition 17.12

Soit 72 € N et soit P un polynéme de degré n a coefficients réels. Si A est une racine complexe de P, alors A aussi.
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III. Le plan complexe
1. Définition

— Définition 17.5 \

On considére le plan muni d'un repere (O, T, T).

A tout nombre complexe z = x + i y avec x, y € R, on associe M (z + 1y)

] ‘
¢ le point M(z) de coordonnées (x, ) |

— 2 X
¢ le vecteur u (z) de coordonnées ( o )

~

On dit alors que z est I'affixe de M(z) et de U(z).

Réciproquement, a tout point du plan correspond un unique nombre complexe et a tout vecteur du plan corres-
pond un unique nombre complexe.

¢ Si M est un point, on note z); I'affixe de M

. — —
* Si u estun vecteur, on note zy; I'affixe de u

On appelle alors 'axe (O, T) l'axe des réels et I'axe (O, T) ’axe des imaginaires purs.

\ J

2. Propriétés immédiates
On peut ainsi traduire quelques propriétés de géométrie repérée a ’aide des complexes :

— Propriété 17.13 «

¢ Deux points du plan sont confondus si et seulement si ils ont la méme affixe.
* Deux vecteurs sont égaux si et seulement si ils ont la méme affixe.
* Si A et B sont deux points d’affixes z4 et zp, alors AB a pour affixe zp — z4.

+
* Si A et B sont deux points d’affixe z4 et zp, alors le milieu I de [AB] a pour affixe M.

* Si U et vV sont deux vecteurs d’affixe z7 et z-, alors U + V a pour affixe z3 + z-.

* Si U apour affixe zy et que k est un réel, alors kU apour affixe kz.

Deux vecteurs U et v sont colinéaires si et seulement si il existe un réel k tel que U = kV ou v = k.
On peut donc déterminer si deux vecteurs sont colinéaires en étudiant leurs affixes : U et v sont colinéaires si et
seulement si il existe un réel k tel que zy; = kz ou zy = kz.

— Exercice de cours n°8.

— Exercice de cours n°9.

— Propriété 17.14 (admise) \
M(z+iy)
Soit z € C un nombre complexe et M(z) le point du Y
plan complexe d’affixe z. .
i
¢ Le symétrique de M par rapport a 'axe des z
réels a pour affixe z 0 3
¢ Le symétrique de M par rapport a l'origine O
du repere a pour affixe —z. - - Y
Mz —y) M(z—iy)
— —
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3. Module
—— Définition 17.6

On appelle module d'un nombre complexe z = a + ib la distance de M(z) al’origine O du repere. On note

lzZl=OM=Va2+ b2 =27z

Remarque

Le module étend la notion de valeur absolue a I’ensemble des complexes : si z est réel, alors

Izl = VR(2)?= |zl
~—~— ~—~—~
module valeur absolue

— Propriété 17.15 \

Si A a pour affixe z4 et B a pour affixe zp, alors AB = |zp — z4|.

4. Propriétés du module

— Propriété 17.16

Quel que soit z,z’' € C, on a

* |22 =zl x 12| e |2 =lzl",Vnez.

-2 = L e |z+ 7| < |z| +|Z/| avec égalité si et seulement si
z| lal z=Az avec LeR,.
’ z|_ lzl

L] —_—| = —
zZ'l 7]

\

Exemple 17.3

Calculer le module des nombres suivants :

e z1=(3B+1)(1-20) _—6-7i o z3=(V2+ V7D

IV. Forme trigonométrique
1. Argument
Définition 17.7

On assimile le plan complexe a un plan muni d’un repére orthonormé (O, W, V). Soit z = x + i y un nombre com-
plexe non nul et M le point du plan d’affixe z. Un argument de z est une mesure en radians de ’angle orienté

(4;OM).

Remarque

On dit un argument car I'angle orienté (U, OT/I) n'est pas défini de facon unique, il est défini a un multiple de 27
pres.

Remarque
Un point M du plan est déterminé de fagon unique par la longueur OM et I'angle (U, 0—1\)/[)

Si @ est un argument de z, il existe donc un lien entre (x; y) et (|z];0), que I'on va explorer dans la section suivante.

2. Forme trigonométrique
Soit z = x + iy un nombre complexe, et M le point du plan d’affixe z. Soit 6 un argument de z et soit N le point du cercle
trigonométrique tel que OM = |z|ON. N a le méme argument que M donc I'affixe de N est :

zn = cos(0) + isin(0)

QOB
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lzlsin@f------------------- -
1 M(2)
On en déduit que zps = |z|(cos(0) + i sin(0)), ainsi : Iz }
2y = |zl cos(0) + izl sin(0)
sin@r------ X N(zn) !
On a donc x = |z|cos(0) et y = |z|sin(6). | |
On en déduit le systeme suivant : 5 | 1
x 1 1
cos(0) = —— cosf |z| cosO
Vx2+y?
. Y
sin(0) = —W—
VX% +y?
— Définition 17.8 )

Lécriture d'un nombre complexe z peut s’écrire sous la forme
z=r(cos(8) +isin(H))

ol r €]0; +ool et O € R. Cette écriture est appelée forme trigonométrique de z. On a alors r = | z| et arg(z) = 0+2kr,
keZ.

— Propriété 17.17
Soit z € C, et soit @ un argument de z. Alors

-~
0sf = @ et sinf = ﬂ
|z |z

— Propriété 17.18 ~

Soit z et z' deux nombres complexes. Soient 6 un argument de z et 8’ un argument de z'. Alors z et z’ sont égaux
si et seulement si |z| = |Z/| et 'l existe k € Z tel que 6 = 6’ + 2k.

\ J

3. Passage d’'une forme a une autre
Exemple 17.4

57
Le nombre z de module 3 et d’argument - s’écrit sous forme algébrique :

Exemple 17.5

Pour écrire sous forme trigonométrique le nombre z = 1+ iv/3, on commence par calculer son module :

2=\ 12+V3 = Vi=2
R(z) 1 Sz V3

Ensuite, en notant § un argument de z. On sait que cos(0) = ﬁ =3 et sin(@) = ﬁ = - donc on peut
z z
T
prendre 6 = e

Finalement

2=2(cos( %) +isin( %)

— Exercice de cours n°10.
— Exercice de cours n°11.

— Exercice de cours n°®12.
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4. Propriétés de 'argument

Propriété 17.19

Soit z un nombre complexe. On note arg(z) un argument de z.
¢ zestun réel si et seulement si arg(z) =0+ kn, avec k € Z.

: Ao ] ] T
* zestun imaginaire pur si et seulement si arg(z) = o) +kmaveckeZ

Remarque
* arg(z) = 0+ kn signifie que arg(z) peut étre égal a 0, &, 27,3m,etc... ou —m,—27, —37,etc...
arg(z) 2+ kn signifie que ar (z) peut étre é alaZ S om etc... ou —— Sm_5m etc
. zZ)=— z ~, —,—,etc..ou——,——, ——, etc...
8 > g q g(z) p gala =, — - " .

— Propriété 17.20

Soit z un nombre complexe, alors
e arg(—z) =arg(z) +m+2kmwavec ke Z

e arg(z) = —arg(z) +2kmw avec ke Z

\

— Propriété 17.21
Soient z et z’ deux nombres complexes. Alors

(i) arg(zz') =arg(z)+arg(z') +2km avec ke Z

(i) arg(g) =arg(z) —arg(z’) + 2kmw avec ke Z

(iii) arg(z") = narg(z)+2km avec k € Z, pour tout n€ Z

\

5. Interprétations géométriques

Remarque

r. En effet, si z' est le nombre complexe de module r et d’argument 6 alors

|zZ'| = |z|z' et arg(zz)) = arg(z) +arg(z’) + 2k,

Multiplier z par un nombre complexe de module r > 0 et d’argument 6 € R donne le nombre complexe revient a
appliquer a M(z) une rotation de centre O et d’angle 0 puis a appliquer une homothétie de centre 0 et de rapport

kezZ

— Propriété 17.22

Soient A et B deux points du plan complexe d’affixes respectives z4 et zg.
Alors une mesure de 1'angle (U;AB) est arg(zp —za)

On en déduit la propriété suivante :

— Propriété 17.23

zD—zC)

Alors une mesure de I'angle (Kﬁ; (T)) est arg(
ZB — ZA

Soient A, B, C et D quatre points du plan complexe d’affixes respectives z4, zp, z¢ et zp.

V. Notation exponentielle
1. Définition

Définition 17.9

Soit @ € R. On définit le nombre complexe e’/ par :

elf = cos(0) + isin(@)

QOB
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Remarque

* ¢% est un nombre complexe de module 1, son image est sur le cercle trigonométrique.

» Cette définition est cohérente avec la propriété selon laquelle arg(zz') = arg(z) + arg(z’), car cela se traduit
par e/¥ x eif’ = gi0+0"

— Exercice de cours n®13.

— Propriété 17.24 (valeurs remarquables) \
o 0=
. ei% =1
e e/ = 1 (parfois écrit e/ +1=0)
. e‘%ﬂ = e%

On déduit des propriétés de I'argument les propriétés suivantes :

— Propriété 17.25 «
. 0
° |610| =1 . ei(9—9’) _ i
it
i0y _ ) -
e arg(e'’) =0 o it — it —0=0+2kn, keZ
o oi0+0) _ oif  oi6' o (eif)n = gint
1 ¢ Formule de Moivre :
—i0 _ _ i .. ..
cel= el e (cosB +isinf)"™ = cos(nO) + i sin(nh)
— Propriété 17.26 \

On déduit de la définition de I’exponentielle les égalités suivantes :

cosf = %(eig) et sinf = \s(eie)
Ou encore les égalités suivantes :
6 .—if i0
e'V+e . e'V-e
VO eR, cos@zT et smG:T
i

\ J

-if

— Exercice de cours n°14.

— Exercice de cours n°15.

2. Forme exponentielle

— Proposition 17.27

Tout nombre complexe peut s’écrire sous la forme z = p(cosf + isin) = pe'® avec p € [0, +ool et 6 € R. De plus,
p =lz| et 6 = arg(z)[2n].

\

Exemple 17.6

Le nombre z = 1+ v/3i s'écrit sous forme exponentielle

7 i1 :
z=2(cos= +isin=)=2e'"3
3 3

Exemple 17.7

iz .
Le nombre z = —3e'2 n’est pas sous forme exponentielle car —3 < 0.
. >t : e L .
Comme e'" = —1 on peut écrire —3 = 3¢'”, et donc z =3e'"e™'2 = 3el(n-7/2) — 3,ini2

Remarque

Si z = re'? est sous forme exponentielle, alors z =r e 19,
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VI. Retour sur les suites récurrentes linéaires d’ordre 2

On rappelle la définition d'une suite récurrente linéaire d’ordre 2 :

—— Définition 17.10

Une suite (u,) est dite récurrente linéaire d’ordre 2 s'il existe deux réels a et b tels que pour tout n € N,
Up+2 = AUpt1 + buy

Si 1y et u; sont donnés, une telle suite (u,) est définie de facon unique.
On appelle alors équation caractéristique de (u,,) I'équation r? = ar + b.

\

et la proposition concernant le terme général d'une telle suite :

— Proposition 17.28

Soit (u,,) une suite récurrente linéaire d’ordre 2 d’équation caractéristique (E) : r? = ar + b. On distingue trois
cas:

* Si (E) admet deux solution réelles distinctes r; et 1, alors il existe deux réels A et u tels que
VneN, up=Arl'+ur)

¢ Si (E) admet une solution double ry, alors il existe deux réels A et u tels que
vneN, u,=Ar+unry

e I’équation caractéristique n'’admet aucune solution réelle. Elle admet donc deux solutions complexes
conjuguées, z; = re'® et z; = re”'*. Il existe deux réels A et y tels que

VneN, u,=Ar"cos(na)+ ur"sin(na)

En pratique, dans chaque cas, on trouve la valeur de A et p a 'aide des valeurs de ug et u;.

\

— Exercice de cours n°16.

VII. Racines n-ieme de 'unité
1. Définition
Définition 17.11

Soit n € N*. On appelle racine n-ieéme de 'unité tout nombre complexe z tel que z"* = 1.

Exemple 17.8

Les nombres 1, i, (—1) et —i sont des racines 4-iemes de I'unité.

Eneffet1=1, ()*=(-1?=1, (-D*=12=1,et (-i)*=i*=1.
2. Un théoreme

Théoreme 17.29

Soit n € N*. 1l existe exactement n racines n-iémes de I'unité. Si on note U,, '’ensemble des racines n-iemes de
I'unité, on a

ikm

Un:{ék:ezn , kEIIO,n—l]]}

Exemple 17.9
Les racines 3-ieme de I'unité sont 1, e2/7/3, et e*i/3 = g=2i7m/3,

Remarque

Soit n € N*. Les points dont les affixes sont les racines n-iéme de 1'unité forment un polygone régulier a n cotés
inscrit dans le cercle trigonométrique.
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3. Applications

— Propriété 17.30 ~

Soit n € N* et soit ¢; :e%.Alors U, =5 kelo,n—11}

\

Cette propriété découle immédiatement du fait que &¥ = (e2™/")" =e™n =&

— Propriété 17.31 \

Soit ¢ € C* un nombre complexe non nul. Léquation z” = ¢ a exactement n solutions dans C, données par

0+2ikm

S={Vl|cle » ,ke[0,n—1]}

avec 6 = arg(c).
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Exercices de cours

Exercice 1
Ecrire les nombres suivants sous forme algébrique :
a) z1=02+2i)x(5-3i) b) zo=i(i+1)(i+2) c) z3=02-2i)2+2i) d) Z4=(\/§+i)6
Exercice 2
Mettre sous forme algébrique le nombre z = 3727
i
Exercice 3
Déterminer I'inverse du nombre i.
Exercice 4
Ecrire sous forme algébrique les nombre suivants
3+2i 1-1i
1+1 3i
Exercice 5

Calculer de deux facon différentes le conjugué des nombres suivants :

* 21 =23 +50) .« = © 3= (1+40)

1-1i

Exercice 6

Résoudre dans C les équations suivantes :

1. 22+2z+2=0 2. —4z%+4z-5=0 3. 5z22+45=0

Exercice 7

Factoriser dans R puis dans C les polynémes suivant :

a) flz)=z23+2%-2 b) gl2)=22+z2+z+1 © h(z)=2z°-2z°+2z-2

Exercice 8

Soient A, B, C, D quatre points d’affixe respective z4 = -2 -1, zp =1 —-5i, z¢c = 7—2i et zp = 4+ 2i. Montrer que
ABCD est un parallélogramme et que O, A et D sont alignés.

Exercice 9

Soient A, B et C trois points du plan complexe d’affixes z4, zp et z¢. Pour tout réels strictement positifs (a, b, ¢),
on définit le barycentre du triangle pondéré de sommets (A4, a), (B, b) et (C,c) comme étant le point M vérifiant
aMA+bMB+cMC=0.

azp+bzp+cz
Montrer que l'affixe z de M est z = SeATTEB T RRC

a+b+c

Exercice 10

Ecrire sous forme trigonométrique le nombre z =5 — 5i.
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Exercice 11

. . T .. T o, . o - .
Expliquer pourquoi z = 5(cos(§ +isin E) n’est pas sous forme trigonométrique, et I'écrire sous forme trigono-

métrique.

Exercice 12

7 7
Expliquer pourquoi z = —6 (cos(g) +1i sin(g)) n'est pas sous forme trigonométrique, puis I'écrire sous forme

trigonométrique

Exercice 13

Pour tout nombre complexe z = a+ ib, on définit e par e*+’? = e?e?. Montrer que la fonction f :C — C*, z — €?

est surjective.

Exercice 14

En exprimant de deux facons différentes les parties réelles et imaginaires de (e?)2, retrouver les égalités

cos(20) = cos?0 —sin®6 et sin(20) = 2sinfcosf

Exercice 15

Calculer la somme suivante :

n

S=) " cos(x+ky)
i=o\k

Exercice 16

Déterminer le terme général de la suite définie par ug = 1, u; =2, et pour tout n € N

Un+2 =2Upt1 —4Up
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